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Un algorithme est un procédé qui permet de résoudre 
un problème sans avoir besoin d’inventer une solution 
à chaque fois. Par exemple, quand on a appris un algo-
rithme pour faire un nœud de cravate, on ne se pose plus 
de question quand il s’agit d’en faire un. Les mathéma-
ticiens s’intéressent aux algorithmes depuis toujours, 
en particulier quand ils traitent de symboles comme les 
nombres. D’ailleurs, le mot “algorithme” vient du mathé-
maticien perse, de langue arabe, Muhammad Mūsā 
al-Khuwārizmī, qui vécut au ixe siècle.

Pour décrire abstraitement un algorithme, on utilise 
une mémoire, c’est-à-dire un endroit où stocker des sym-
boles. On dispose aussi d’un jeu d’instructions étonnam-
ment simples : (i) aller chercher des symboles déjà stockés 
dans la mémoire, les modifier et faire des opérations  
dessus (ii) tester le contenu d’un endroit particulier de la 

mémoire, ou (iii) répéter une séquence d’opérations tant 
que certaines conditions restent vraies. Un algorithme est 
constitué d’une suite de telles instructions.

Pour illustrer cette notion, considérons une méthode 
attribuée à Euclide (vers 300 av. J.-C.) qui permet de cal-
culer le plus grand diviseur commun de deux nombres 
entiers, leur PGCD. Par exemple, le PGCD de 6 et 15 est 3, 
car 3 divise ces deux nombres et aucun nombre plus grand 
que 3 ne le fait.

On commence par regarder les deux nombres. Si l’un 
divise l’autre, c’est gagné : le plus petit est le PGCD. Sinon, 
l’algorithme préconise d’ôter au plus grand nombre, 
disons a, le plus petit, disons b. On se retrouve, comme au 
départ, avec deux nombres : b et le résultat de la soustrac-
tion a-b. On reproduit alors la même opération, encore et 
encore, jusqu’à ce que l’un des deux divise l’autre. Quels 

que soient les nombres de départ, un jour l’algorithme 
s’arrêtera avec un des deux nombres qui divise exacte-
ment l’autre. Alors, le PGCD des deux nombres de départ 
est ce nombre-là.

Pas besoin d’être Euclide ! Il suffit de suivre cet algo-
rithme sans réfléchir pour obtenir le PGCD. Encore plus 
fort, on peut écrire un programme informatique qui réa-
lise cet algorithme.

Nous rencontrerons dans ce calendrier des exemples 
d’algorithmes qui permettent de résoudre un grand 
nombre de problèmes pratiques. Peut-on, quel que soit le 
problème, toujours trouver un algorithme qui le résolve ? 
Non ! Les travaux de mathématiciens des années 1930, 
notamment Kurt Gödel, ont montré que, pour cer-
tains problèmes, il n’existait pas d’algorithme pour les 
résoudre.

CAL-2020-MATH-maquette.indd   2 27/06/2019   18:08



lun mar mer jeu ven sam dim

6

13

20

27 29 30 31

3

10

17

24

2

9

16

23

1

8

15

22

7

14

21

28

4

11

18

25 26

5

12

19

CAL-2020-MATH-maquette.indd   3 27/06/2019   18:08



ÇA VA ÊTRE LONG ?

©
 K

FI
FA

 / 
SH

U
TT

ER
ST

O
C

K

FÉVRIER02

Si vous installez parfois des logiciels, vous avez forcément 
remarqué que la petite barre qui vous indique le temps 
restant est franchement mensongère. Elle semble avan-
cer à sa guise, sans aucun rapport avec le moment écoulé, 
ou restant à écouler, etc. Connaître le temps qu’un pro-
gramme met à s’exécuter, ce n’est pourtant pas beaucoup 
demander ! En fait, si. Et en gros, à la louche, à peu près, 
en moyenne ? Même. Connaître le temps d’exécution d’un 
algorithme est un problème diffi  cile – souvent insoluble 
en l’état actuel des connaissances. Bien souvent, on donne 
la complexité dans le pire des cas d’un algorithme, c’est-
à-dire le temps de calcul théorique d’un algorithme sur la 
pire entrée possible, celle qui lui prendra le plus de temps 
à s’exécuter. On s’intéresse aussi beaucoup au temps de 
calcul en moyenne sur toutes les entrées possibles, qui 
est encore plus diffi  cile à calculer.

Parmi les algorithmes les plus étudiés, on trouve 
les algorithmes de tri, qui partent d’une suite d’objets 
non triés et s’occupent de la ranger dans un ordre bien 
défini. Il en existe de nombreux, aux noms poétiques : 
tri à bulles, tri par insertion, tri rapide, etc. C’est une des 
rares familles d’algorithmes dont on connaît bien le temps 
théorique d’exécution, que ce soit dans le pire des cas ou 
en moyenne. Le tri par sélection, par exemple, fonctionne 
de manière très simple : on cherche la plus petite valeur à 
trier et on la met devant. Puis on cherche la seconde plus 
petite dans ce qui reste, et on la met en second, etc. Simple, 
mais pas terrible en complexité ! Pour n valeurs à trier, il 
faut lire une fois toutes les données pour trouver la plus 
petite valeur, ce qui coûte n opérations. Au total, on a de 
l’ordre de n2 opérations à faire dans le pire des cas comme 
en moyenne.

Le tri rapide, ou quicksort, est plus compliqué à com-
prendre, mais plus efficace : on choisit arbitrairement 
une valeur dans les données à trier et on met d’un côté 
toutes les valeurs plus petites, de l’autre toutes les plus 
grandes. Ça semble farfelu, c’est pourtant très astucieux : 
on se retrouve avec deux suites de données beaucoup plus 
petites à trier ! Et on reprend sur ces deux suites. La com-
plexité passe à n*log(n), ce qui représente un gain signifi -
catif en temps de calcul.

En général, on connaît la complexité dans le pire des 
cas de beaucoup d’algorithmes courants, beaucoup plus 
rarement la complexité en moyenne. Il reste beaucoup à 
apprendre.
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DESSINE-MOI UN ALGORITHME
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Jusqu’à la fin du siècle dernier, le traitement d’images fai-
sait appel à des lentilles, des filtres, des bancs de marbre, 
etc. Et puis les images sont devenues numériques, ouvrant 
la porte aux traitements algorithmiques de plus en plus 
puissants. Nous nous baladons avec des téléphones qui 
prennent des photos avec des millions de pixels et réa-
lisent des traitements logiciels qui auraient fait pâlir d’en-
vie les professionnels du traitement d’image de la fin du 
siècle dernier. Un téléphone intelligent offre une énorme 
gamme de fonctionnalités depuis la mise au point auto-
matique jusqu’à la reconnaissance de visage. Ces mêmes 
téléphones vont bientôt nous ouvrir à des mondes nou-
veaux de réalités virtuelles ou augmentées. Tout cela s’ap-
puie sur des algorithmes de géométrie.

Considérons une version très simplifiée d’un tel algo-
rithme : le ray tracing. On dispose du modèle d’un monde 

en trois dimensions et on aimerait construire une vue de 
ce monde depuis un point particulier, censé représenter 
un œil, un appareil photo. Intuitivement, on lance un 
rayon depuis ce point de vue et on cherche quand et où ce 
rayon rencontrera un objet du modèle 3D. Le ray tracing 
permet de dessiner ce que l’on voit à partir de ce point de 
vue. Une balle devient un rond et un objet derrière la balle 
n’est représenté que partiellement, le point de vue ne voit 
pas la partie cachée par la balle.

Dans le modèle 3D, on peut représenter un objet par 
un petit triangle, un carré, ou un parallélépipède. Pour 
calculer le point d’intersection d’une ligne droite avec de 
tels objets, il suffit de résoudre des équations vectorielles. 
Pour réaliser le ray tracing, on a donc à effectuer un très 
grand nombre de calculs. Comme les calculs pour chaque 
point de l’image peuvent être faits indépendamment, on 

peut les réaliser en parallèle. Ces applications graphiques 
ont d’ailleurs conduit à de superavancées pour des proces-
seurs massivement parallèles.

Avec cet algorithme, on peut calculer l’objet visible 
en chaque point. On peut alors lancer des rayons depuis 
chaque point d’impact vers les sources de lumière pour 
déterminer sa luminosité. Observez que, dans le monde 
réel, les rayons lumineux vont de la source de lumière vers 
le point de vue. Ici, on “remonte” le chemin des rayons 
jusqu’à la source de lumière.
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Sous la direction de Ana Rechtman Bulajich  
avec la collaboration de Nicolas Hussenot 
Textes d'ouverture mensuels : Serge Abiteboul  
et Charlotte Truchet  
Questions et réponses : Anne Alberro Semerena,  
Radmila Bulajich Manfrino, Marco Antonio Figueroa Ibarra,  
Ana Rechtman Bulajich et Rogelio Valdez Delgado

Toute une année pour faire  
travailler vos méninges et explorer le monde 

des algorithmes, essentiels au fonctionnement 
des machines et des réseaux.

• Mois après mois, découvrez en texte  
et en image ce qu'est un algorithme,  

et ceux particulièrement emblématiques  
de l’informatique.

• Jour après jour, excepté les week-ends,  
résolvez les exercices et les énigmes élaborés  

par une équipe de spécialistes.

Deux niveaux de réponses font de ce calendrier  
un ouvrage stimulant : le défi journalier  

trouve sa solution en dernière page,  
et une explication détaillée des solutions  

est proposée dans le livret.

AVEC LE SOUTIEN DE

À LA RECHERCHE DU WEB PERDU
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AVRIL04
Comment les moteurs de recherche du web permettent-ils 
à leurs utilisateurs de trouver ce qu’ils cherchent parmi 
les volumes phénoménaux d’information disponibles ?

Le web, c’est d’abord un nombre impressionnant 
de pages de texte. Imaginons un moteur de recherche 
comme un index de ces pages, un peu comme l’index d’un 
très grand livre – vous lui donnez quelques mots, il vous 
dit quelles pages du web les contiennent. Le travail est 
énorme parce que le moteur de recherche le plus populaire 
aujourd’hui indexe des milliards de pages et répond chaque 
jour à des milliards de questions. Si on imprimait un tel 
index, il faudrait plus de pages de papier que n’en stocke 
la Bibliothèque nationale de France. Alors comment un 
moteur de recherche du web arrive-t-il à faire cela ?

L’astuce est de partager l’index entre un très grand 
nombre de serveurs. Par exemple, nous allons le partager 

entre un million de serveurs. Pour cela, construisons 
d’abord une fonction H, qui transforme, le plus aléatoire-
ment possible, un mot en un entier entre 1 et 1 000 000. Si 
H(“Rodin”) = 250 853, alors le numéro de la machine qui 
conserve l’index du mot “Rodin” est 250 853. Cela permet 
de partager le travail de l’index assez équitablement entre 
tous les serveurs. Pour obtenir l’entrée de l’index pour 
“Rodin”, il suffit de calculer H(“ Rodin”) et on sait à quel 
serveur demander cette entrée.

La distribution aléatoire des mots entre tous les ser-
veurs permet d’exploiter au mieux le parallélisme pour 
répondre à toutes vos questions.

Il reste maintenant à choisir, parmi les millions de 
pages qui contiennent les mots d’une requête, les plus 
intéressantes. C’est essentiel car un utilisateur va rare-
ment au-delà des dix ou vingt premiers résultats proposés. 

Ce qui a fait le succès de Google, c’est un algorithme, 
PageRank, qui basait le classement sur la popularité 
des pages sur le web. Les algorithmes de classement des 
moteurs de recherche utilisent aujourd’hui de nombreux 
critères pour classer les résultats. La formule précise est 
un secret industriel au moins aussi secret que la composi-
tion du Coca-Cola.

Ici, nous avons hypersimplifié le problème. Le sys-
tème traite plusieurs langues, il retrouve les pages qui 
contiennent des synonymes des mots que vous avez 
entrés, il fonctionne même quand des ordinateurs qui le 
composent tombent en panne, il s’adapte quand les pages 
changent, quand de nouvelles pages sont ajoutées, il 
accepte même vos fautes d’orthographe. Rien de magique, 
juste de superalgorithmes.
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32 SOLUTIONS AVRIL

Jeudi 9. Les trois cubes coloriés sont les seuls qui touchent exactement
trois autres cubes.

Vendredi 10. Nous avons 1000100 = (103)100 = 10300 = (10100)3 =
gogol3.

Lundi 13. Un nombre est divisible par 9 si la somme de ses chiffres est
elle-même divisible par 9. Si le nombre à quatre chiffres abcd = 103a +
102b+10c+ d est divisible par 9 alors tout nombre formé avec ces quatre
chiffres est aussi divisible par 9 (bcda, cdab, etc.) puisque la somme des
chiffres est la même. Ainsi, il suffit de compter tous les nombres pour qui
a > b > c > d et ensuite multiplier le résultat par 4! = 24 qui est le
nombre d’arrangements possibles avec quatre chiffres, car tous les chiffres
doivent être différents entre eux.
Puisque 30 = 9 + 8 + 7 + 6 ≥ a + b + c + d ≥ 4 + 3 + 2 + 1 = 10 et
a + b + c + d doit être un multiple de 9, les seules valeurs possibles pour
la somme a + b + c + d sont 18 et 27.

1. Si a = 9, les possibilités sont : 9873, 9864, 9765, 9621, 9531 et
9432, donc six au total.

2. Si a = 8, nous avons 8721, 8631, 8541 et 8532, donc quatre nombres.

3. Si a = 7, les nombres sont : 7641, 7632 et 7542, trois nombres.

4. Si a = 6, l’unique possibilité est 6543.

Il existe donc 14×(4!) = 14×24 = 336 nombres satisfaisant les propriétés
voulues.

Mardi 14. Pour chaque tirage, il y a trois issues possibles : 1, 2 et 3.
Puisque nous avons trois tirages, le total des possibilités est de 33 = 27. La
somme des trois numéros sortis est au plus de 9, ce maximum correspond
en effet au cas où la boule numérotée 3 est choisie pour les trois tirages.
Pour que la somme soit de 8 il faut avoir les tirages suivants : 3, 3, 2 ou 3,
2, 3 ou 2, 3, 3. Il y a donc 27− 1− 3 = 23 manières d’obtenir une somme
strictement inférieure à 8. La probabilité cherchée est donc de 2327 .

SOLUTIONS AVRIL 33

Mercredi 15. Les trois centres des cercles forment un triangle équilatéral
de côté 2 cm. L’intersection des trois disques se compose de ce triangle
équilatéral et des trois surfaces délimitées par les arcs de cercles et les
côtés du triangle comme le montre la figure suivante :

En utilisant le théorème de Pythagore 25, nous calculons que la hauteur
du triangle est :

√
22 − 12 =

√
3 cm. La surface 26 du triangle équilatéral

mesure 2
√
3
2 =

√
3 cm2.

Chaque arc de cercle délimite une partie d’un secteur du disque. Puisque
dans le triangle équilatéral le secteur a pour angle 60◦, chaque secteur a
une aire égale au sixième de l’aire du cercle, c’est-à-dire égale à : π2

2

6 =
2
3π cm2. Puisque le triangle possède une aire de

√
3 cm2, chacune des

régions délimitées par les arcs de cercles et le triangle équilatéral a une
aire de :

(
2
3π −

√
3
)

cm2. Nous avons donc l’aire de l’intersection des trois
cercles égale à :

√
3 + 3

(
2
3π −

√
3
)
=

(
2π − 2

√
3
)

cm2.

Jeudi 16. Si nous regardons la troisième colonne, nous avons le nombre
56 = 23 × 7 et 140 = 22 × 5 × 7. Puisque 56 est dans la même rangée
que 24 et que 7 n’est pas un diviseur de 24, le facteur dans la troisième
colonne doit être égal à 7, 14 (2× 7) ou 28 (22× 7 = 28). Supposons que
ce facteur soit égal à 7.
Une fois mis 7 comme facteur dans la troisième colonne, le facteur de la
deuxième rangée doit être 8 puisque 56 = 7 × 8. Ainsi le facteur de la
première colonne est 248 = 3, ce qui implique que le facteur de la troisième
rangée est 363 = 12. De la même manière nous pouvons compléter la table
et obtenir :

25. Voir en annexe le théorème 25.
26. Voir en annexe le théorème 27.

262  
QUESTIONS

Pratiquer les maths  
n’a jamais été aussi ludique !
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