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INSCRIRE LA SPHERE ENTRE DEUX PARAPLUIES

Archimede est probablement I'un des plus grands mathéma-
ticiens de ’'Histoire. Et ce quArchimede semblait considérer
comme son plus grand accomplissement est le calcul de la
surface et du volume de la sphére, vers -220. Son tombeau
aurait ainsi porté la figure centrale de son argument: une
sphére inscrite dans un cylindre.

En Chine ancienne, la formule utilisée pour le volume de
la sphere était 9/16 fois le cube du diamétre. Autrement dit,
le rapport entre les volumes du cube et de la sphere inscrite
était estimé a 16/9.

Le commentateur Liu Hui observe, au I1I¢ si¢cle, que cette
formule est inexacte. Il introduit pour cela un nouveau solide
contenant la sphere, le «dais carré», et calcule le rapport entre
les volumes du dais carré et de la sphere inscrite. Ce dais
carré, aussi appelé bicylindre, et que Liu Hui nomme mou he

fang gai (BT E, solide formé de deux parapluies carrés),
sobtient en prenant I'intersection de deux cylindres trans-
verses ayant le méme diametre que la sphere.

Pour calculer le rapport entre les volumes du dais carré et
de la sphére inscrite, Liu Hui considére une tranche hori-
zontale de ces solides et observe qu'elles forment un disque
inscrit dans un carré. Connaissant le rapport entre les aires
de ces deux surfaces, et cela étant « continliment vrai» pour
toute tranche horizontale, Liu Hui en déduit que ce méme
rapport existe entre les volumes engendrés. Il sagit de ce
que P'on nomme aujourd’hui le principe des indivisibles de
Cavalieri, mathématicien italien qui redécouvrit ce résultat
au xvIr siecle. Le commentateur Li Chunfeng résume ce
principe en ces termes au VII® siécle: « Comme ces blocs
superposés engendrent le volume, en raison du fait que les

situations des aires sont toutes identiques, alors les volumes
ne souffrent aucune différence».

Mais Liu Hui ne parvient pas a calculer le volume du dais
carré et écrit: «Je n'oserai pas a la légere discuter ce point,
mais attendrai quelqu’un capable d’en parler ».

Ce «quelqu’un » sera Zu Gengzhi (429-500), qui achévera
deux siecles plus tard avec son pere, Zu Chongzhi, le calcul
du volume de la sphere. Il fera pour cela 2 nouveau usage du
principe des indivisibles employé par Liu Hui.

I1 est remarquable que ce principe soit aussi au cceur de
I'argument qu’avait développé Archimede. Ce dernier a eu
lui aussi recours a un solide intermédiaire entre la sphere et
le cylindre, en Poccurrence le cone, et sa méthode calculait
les rapports de volumes en considérant des tranches de
ces solides.




LUNDI MARDI MERCREDI JEUDI VENDREDI m

Combien de triplets (x, y,z) de
nombres entiers vérifient 'inegalité

Py +2 3 <xy+3y+22?

12

Alex ment tous les lundis, mardis,
samedis et dimanches; le reste de
la semaine, il dit la vérité. Victor
ment les mercredis, jeudis,
vendredis et samedis; le reste de
la semaine, il dit la vérité. Un jour,
Alex dit : < Victor ne ment pas
aujourd’hui. > Quel jour est-ce ?

17

Sur la figure, ABCDEF GH est
un cube de coté 1. Déterminer le

volume du tétraédre ACFH.
H G
E
D, C
A B

Parmi toutes les paires de nombres
positifs dont la somme est
inférieure ou égale a leur produit,
lesquelles ont la plus petite somme
possible?

— Parcours collége 6°-5¢

o

Ci-dessous, ABCD est un carré de
coté 2 et les points E et F sont les
milieux de [AD] et [DC],
respectivement. Que vaut l'aire du
quadrilatere DEGH ?

A L D

F

®

Résoudre 'équation
nl+1=(m!—1)?
avec n et m des entiers strictement

positifs. On rappelle que
nl=1x2x...xn.

On dispose d'un cable d’'un métre.
On choisit au hasard deux nombres
aetbtelsque0<a<b<let
on coupe le cable au niveau de ces
nombres (dont la mesure est en
metre). Quelle est la probabilité de
pouvoir former un triangle avec les
trois morceaux de céble obtenus ?

27)

Pour quelles valeurs de n
28 4+ 21 427 est-il un carré
parfait?

— Parcours collége 4°-3¢

W, X, Y et Z sont des entiers
distincts entre 1 et 4. Si
oy |
X z
quelle est la valeurde W +Y ?

D

Déterminer les valeurs entieres de
x pour lesquelles x> — 5x — 1 est
un carré parfait.

2L

A 2000 euros, on ajoute 25 % de
cette quantité. Puis, au total
obtenu, on retranche 25 %. Quel
pourcentage des 2000 euros du
début a-t-on alafin?

Les aires de trois faces d'une
brique sont égales a 6, 8 et 12.
Quel est le volume de la brique ?

Si a, b et ¢ sont des nombres
entiers strictement positifs tels que
Tx(a+b+c)=axbxe,
quelle est la plus petite valeur
possible poura+b+c¢?

15,

Calculer la somme de tous les
nombres palindromes a trois
chiffres, c'est-a-dire la somme des
nombres s'écrivant aba avec
a#0.

Dans un triangle ABC, ona
AB =25,BC =23 et AC = 24.
La perpendiculaire a (AC) passant
par B coupe [AC] en D. Quelle est

la valeurde AD —DC?

@

Combien vaut x si
2x 2% =4°1647

16/

Combien peut-on former de
plaques d'immatriculation
différentes a six caractéres qui
commencent par trois lettres
distinctes (parmi les 26 de
I'alphabet) et se terminent par trois
chiffres distincts ?

22

Trouver cing entiers, positifs ou
négatifs, tels que les sommes de
ces nombres pris deux a deux
donnent0, 2,4,4,6,8,9,11, 13
et 15.

23

Dans le rectangle ci-dessous,
quelle surface colorée a la plus
grande aire ?

D

Les pieces d’un puzzle
rectangulaire sont neuf carrés de
cOtés 1,4, 7,8,9,10, 14, 15 et

18. Quelles sont les dimensions du
puzzle une fois les pieces
rassemblées ?

D

L'opération < est définie par
aob=a>+3".

Combien vaut
(200)0(001)?

— DEfi du mois

Combien de couples (x,y)
d’entiers positifs tels que
2026 < x <y < 2050
vérifient 'équation
Y —x>=2x+1?



Pratiquer les maths
n'a jamais été aussi
ludique!

INSCRIRE LA SPHERE ENTRE DEUX PARAPLUIES

Archiméde est probablement P'un des plus grands mathéma-
ticiens de I'Histoire. Et ce quArchiméde semblait considérer
comme son plus grand accomplissement est le calcul de la
surface et du volume de la sphére, vers ~220. Son tombeau
aurait ainsi porté la igure centrale de son argument: une
sphére inscrite dans un cylindre.

En Chine ancienne, la formule utilisée pour le volume de
la sphere était 9/16 fois le cube du diamétre. Autrement dit,
e rapport entre les volumes du cube et de la sphére inscrite
énait estimé 3 16/9.

Le commentateur Liu Hui observe, au 111 sitcle, que cette
formule est inexacte. Il introduit pour cela un nouveau solide
contenant la sphére, le «dais carré», et calcule le rapport entre
les volumes du dais carré et de la sphere inscrite. Ce dais
carré, aussi appelé bicylindre, et que Liu Hui nomme mou he

Jfang gai (BEF5H, solide formé de deux parapluies carrés),
Sobtient en prenan I'incersection de deux cylindres trans-
verses ayant le méme diamétre que la sphére.

Pour calculer le rapport entre les volumes du dais carré et
de la sphére inscrite, Liu Hui considére une tranche hori-
zontale de ces solides et observe qulelles forment un disque
inscrit dans un carré. Connaissant le rapport entre les aires
de ces deux surfaces, et cela étant «continfiment vrai» pour
toute tranche horizontale, Liu Hui en déduit que ce méme
rapport existe entre les volumes engendrés. Il sagic de ce
quelon jourd'hui le principe des indivisibles d
Cavalieri, mathématicien italien qui redécouvrit ce résultat
au xvir* sicle. Le commentateur Li Chunfeng résume ce
principe en ces termes au vire sidele: « Comme ces blocs
superposés engendrent le volume, en raison du fait que les

situations des aires sont toutes identiques, alors les volumes
ne souffrent aucune différences.

Mais Liu Hui ne parvient pas i calculer le volume du dais
carré et éerit: «Je noserai pas i la légére discuter ce poin,
mais atrendrai quelquun capable d'en parlers.

Ce «quelquiun» sera Zu Gengzhi (429-500), qui achévera
deux sidcles plus tard avee son pére, Zu Chongzhi, e caleul
duvolume de la sphére. T fera pour cela & nouveau usage du
principe des indivisibles employé par Liu Hui.

1l est remarquable que ce principe soit aussi au caeur de
Targument quiavait développé Archimede. Ce dernier a eu
lui aussi recours & un solide intermédiaire entre la sphére et
le cylindre, en I'occurrence le cone, ct sa méthode calculaic
Ies rapports de volumes en considérant des tranches de
cas solides.
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o o

Crdessous, ABCD estun caré de
cBté 2 et les points £ et F” sont les
millux e [4D)] et [DC],
respectvement, Que vaut (are du

Combien de triplets (.\.v,:g de quadrilatére DEGH ?
nombres entiers vérifient Iinégaits A D
\2+y:+zl+3<xy+3y+zz7 ‘

V4l
/s

12 ®

Alex menttousles lundis, mardis,

samedis et dmances: o resio de Résoudre 6
Ta semaine, I it la vérité Victor esoudre lequaton
ment les mercredis, jeudis, a1 = (m! =1
vendredis et samedis o teste de | avec et des etirs stictement
iasemare, {6t it Un o posiis, On rappelle e
e
aujourdui - Qual jour esce?

19) D

Surlafigure, ABCDEFGH est
6t 1. Déterminer e
volume du tétraédre ACFH.

o " N
On choisitau hasard deux nombres

métre). Quele esta probabilté de
c pouvoir former un tiangle avec es
trois morceaux de cable obtenus?

2] 27)

Parmitoutes les paires de nombres

Les aires de tois faces dune
2,

Dans un triangle ABC, ona
AB =25, BC= 23 lAC = 24.
sant

Quel estle voiume de la brique ?

7] 0

X, Y et Z sont des entiers Sia, b et c sont des nombres
distincts entre 1 et 4. Si entiers strictement positfs tels que.
Wy Tx(atbtc)=axbxe,
X quelle st a plus petite valeur
Wry? ibl ?

waros (1C]pa
par B coupe (AC| en . Quelle est
favaleurde AD -~ DC

o ® O

‘Combien vaut x si
2x2% =44 647

‘Combien peut-on former de.
Calculer I
Déterminer ¢ érentes & ¢
xpourlesquelles* — S 1 est chifres, Clst-a-dire la somme des ‘commencent par trois etires
un carré partai. aba
a#0. Vialphabet) e se eminent par trois
chifes distncts?

21 22

A 2000 euros, on ajoute 25 % de ‘Trouver cing entiers, positifs ou
cetle quantité. Puis, au otzl nédgatfs,tels que es sommes.
nu, on etranche 35 5. Quel
pourcentage des 2000 euros du donnent0, 2,4,4,6,8,9, 11,13
debut aton alafin? el15,

23 @ O

Dans e rectangle c-dessous,
quellesurtace colorée ala pus
e aire?

Nos mathématiques occidentales sont le fruit d'une histoire
entre Méditerranée et Moyen-Orient. Mais, loin a l'est, en Chine,

des mathématiques se sont aussi développees de fagon indépendante.
On peut y lire une autre histoire, ou le théoréme «de Pythagore» est
aussi connu... sans Pythagore, ou le nombre «pi» est «le nombre de Zu»,
ou l'écriture positionnelle des nombres est inconnue mais ou les nombres

négatifs sont découverts 2000 ans avant ['Occident.

* Mois aprés mois, vous découvrirez, a travers 12 textes superbement illustrés,
différents aspects des mathématiques chinoises anciennes, retragant
une histoire parallele a celle des mathématiques occidentales.
* Jour apreés jour, excepté les week-ends, des exercices et des enigmes
sont proposeés sous forme de défis quotidiens.
* Les solutions sont indiquées en derniere page du calendrier
et leurs explications détaillées exposées dans le livret offert.
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QUESTIONS

Dans le rectangle ci-dessous,
quelle surface colorée a la plus
grande aire?

=1

D D

D @

inférieure ou égale & leur produ,

254211 42° estilun carr
lesquelles ot a plus pette somme partat?
possible?

ool Lopé hety o iy
ey i
s L4 78,10. 14 13 ach=a’id <2050
15. Quelles son s dimensions du Combien vaut )
puze une o les piéces (200)0(001)? vérfentféquaton
rassemblées? yof=241?
Défidu mois
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REPONSES

92 Soluions OCTOBRE

Mercredi 21. On sait que 25 % de 2000 euros font 2000 x %, =500
euros qui, ajoutés aux 2000 initiaux, donnent 2500 euros. A cette
somme, on reire maintenant 25 % de 2500 euros, soit 625 euros. Il
nous reste donc 1875 euros, soit

1875

100=93.75%
2000

de 2000 euros.

Jeudi 22. Si I'on a cing nombres, cela fait dix sommes possibles
en prenant les nombres deux & deux et chaque nombre intervient
dans quatre de ces sommes. Soit ay, a2, as, as et as les cing entiers
recherchés et supposons que a; < ay < ay < a4 < as. L'addition de
toutes les sommes donne

4ar+ar+as+ag+as) =0+2+4+4+6+8+9+11+13+15

etdonc
72
atatatatas==18
La plus petite somme vaut 0 et il s'agit forcément de ax +az, ce qui
montre que ax = —aj etque a1 est négatit. De méme, la plus grande
somme est 15 et donc ay + as = 15. Ainsi,

artaytaztastas=0+az+15=18,

ce qui donne a3 = 3. D'autre part, la seconde plus petite somme est
a) + a3, qui vaut 2. On en déduit que a = —1 et ay = 1. La plus
petite somme non créée par ai, a et as est le deuxieme 4, qui est
forcément a) +as. On en déduit que a) +as = 4, donc as = 5, puis
as = 10.

Vendredi 23. Une diagonale du rectangle le divise en deux triangles
de méme aire. Donc les aires de ABC et CDA sont égales. De la
méme maniere, les aires des triangles notés a et b dans la figure ci-
dessous sont égales, ainsi que les aires des triangles c et d.

Soluions OCTOBRE %3

B = e

Par conséquent, les aires notées x et y sont aussi égales.

Lundi 26. Si les nombres posiifs sont a et b, Ihypothése est que
a+b<ab.Orona
(a+b)>—4ab=d® —2ab+b* = (a—b)*.

Un carré étant positif, on doit avoir

"2
(" N ) >ab
avec égalité si et seulement si a = b. Ce fait est connu sous le prin-
cipe que la moyenne géométrique v/ab est toujours inférieure ou
égale a la moyenne arithmétique “:2. Dans notre cas, on a donc
a+b<ab < Ha+b) dou 1 < 1(a+b). On obtient donc que
a+b > 4 et que Iégalité n'est possible que si a = b. On peut vérifier
que la situation d'égalité est effectivement possible poura = b = 2 et
(2,2) est la seule paire qui convient.
Mardi 27. Supposons que 25 +2'1 42" = k2 pour un entier k. Alors,
comme 28 4211 = 28(1423) =289, ona 2" = k2~ (3x 2%)% et
donc
2" = (k+3x 2% (k-3 x2%).
Ainsi, il existe deux entiers a et b qui vérifient :
a+b=n, 2 =k+3x2* et 2" =k—3x2"
Donc 2~ 2 =2 x 3 x 2*, clestadire 27(2° " — 1) =3 x 2%, La
décomposition en facteurs premiers”™ donne donc b = 5, 2" = 4
etdonca =7, etenfinn=12.

79. Voir en annexe le théoreme 5.
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CALENDRIE
MATHEMATIQU'E

Sur les traces des m

athématiques chinoises

LIVRET DES REPONSES

Un défi par jour

pour faire travailler vos méninges




Les mathématiques occidentales sont le fruit d’une histoire complexe
entre Méditerranée et Moyen-Orient, dont tous les fondateurs sem-
blent porter des noms grecs. Mais, loin a I'est, en Chine, des mathé-
matiques se sont aussi développées de fagon indépendante. On peut
y lire une autre histoire, ou le théoreme « de Pythagore » est aussi
connu... sans Pythagore, ou le nombre « pi» est «le nombre de
Zu », ou I'écriture positionnelle des nombres est inconnue mais ou
les nombres négatifs et le pivot de Gauss sont découverts deux mil-
Iénaires avant I'Occident.

A travers 12 textes mensuels, vous découvrirez différents aspects des
mathématiques chinoises anciennes, retracant une histoire paralléle
a celle des mathématiques occidentales. Leurs différences mais sur-
tout leurs ressemblances donnent I'occasion de découvrir quels pro-
blémes, raisonnements et théoremes mathématiques semblent incon-
tournables et universels dans le développement de 'humanité.

Jean-Baptiste Meilhan est enseignant-chercheur a I'Institut Fourier,
Université Grenoble Alpes. Son domaine de recherche est la topo-
logie en petite dimension et il aime notamment beaucoup la théorie
des nceuds. Depuis plus de dix ans, il travaille par ailleurs au sein du
groupe « Histoire et enseignement des mathématiques » de I'IREMI
de Grenoble. Aprés avoir travaillé sur les mathématiques mésopota-
miennes et maya, le groupe se consacre depuis quelques années
aux mathématiques de la Chine ancienne; leur travail est consigné
dans un blog nommé « Neuf Chapitres Trois Quarts », qui a égale-
ment servi de base pour plusieurs textes de ce calendrier.



Il nexiste que peu de livres en langue frangaise traitant de I'histoire
des mathématiques chinoises.

Louvrage de Jean-Claude Martzloff est la premiére référence fran-
cophone ayant fait autorité sur le sujet. Il faut noter que la version
anglaise, éditée en 1997, est significativement plus riche, car I'édi-
teur frangais avait limité le nombre de pages.

Histoire des mathématiques chinoises, J.-C. Martzloff, Masson, 1987.

Le livre de Kiyosi Yabuuti est un autre bon panorama de ce vaste
sujet, écrit a destination d’un public non spécialiste.

Une histoire des mathématiques chinoises, K. Yabuuti, traduction de
K. Baba et C. Jami, coll. « Regards sur la science », Belin, 2000.

Pour en savoir plus au sujet des Neuf Chapitres, texte central des
mathématiques chinoises auquel les textes de ce calendrier font sou-
vent référence, une version frangaise monumentale, de plus de 1100
pages, riche de trés nombreux commentaires, notes et compléments,
a été publiée en 2004 par Karine Chemla et Guo Shuchun.

Les Neuf Chapitres — Le Classique mathématique de la Chine ancien-
ne et ses commentaires, K. Chemla et G. Shuchun, Edition critique
bilingue, Dunod, 2004.

Le site web « Neuf Chapitres Trois Quarts » du groupe « Histoire
et enseignement des mathématiques » de I'lREMI de Grenoble, pro-
pose ses notes de lectures autour des Neuf Chapitres et, plus large-
ment, sur les mathématiques chinoises.

https://neufchap.hypotheses.org/



Le présent livret détaille les réponses aux défis du calendrier et rap-
pelle en annexe les définitions et théorémes potentiellement utiles.
Comme la plupart des problémes mathématiques, les méthodes de
résolution présentées ne sont pas les seules possibles et vous en
inventerez sirement d’autres.

Les défis du calendrier sont volontairement de difficultés trés variées.
lls ne demandent pas de connaissances mathématiques plus gran-
des que celles du lycée et la majorité des défis peut se résoudre
avec le bagage mathématique du college. Mais méme un défi dont
la solution est accessible pour un éléve de primaire peut s’avérer dif-
ficile a résoudre pour un mathématicien expérimenté. Certains défis
peuvent donc étre vus comme une initiation a la recherche et leur
résolution demandera un peu d’'obstination. Pas de panique si vous
étes bloqués : ceci n'est pas un examen scolaire! Prenez le plaisir
de la recherche et de la découverte d’'une astuce, par vous-méme ou
grace aux solutions détaillées de ce livret.

Des parcours signalent des exercices adaptés pour les éléves a l'aise
avec les mathématiques. Leur but est de guider rapidement les jeunes
lecteurs, les parents ou les enseignants vers des exercices adaptés
au niveau souhaité. Il ne s’agit que d’une proposition de sélection faci-
litant une utilisation occasionnelle du calendrier : les exercices hors
de ces parcours ne sont pas forcément plus difficiles !

Parcours collége 6°-5° : défis accessibles avec quelques calculs,
des résolutions d’équations simples et un peu d’arithmétique.
Parcours colleége 4°-3° : défis demandant d’étre plus a I'aise avec
les manipulations algébriques et utilisant les théorémes classiques
de géométrie.

Défi du mois : un défi sans mathématique trés complexe mais parfois
éloigné du cadre scolaire. Il pourrait vous donner du fil a retordre.



86 Solutions OCTOBRE

Lundi 5. |l s’agit de résoudre :
2,2, 2
X +y +z74+3—-xy—3y—2z<0. (8)

En rassemblant les termes dans des carrés (méthode de Gauss), on
obtient que cette inégalité équivaut a

(x—X)2+%(y—2)2+(z—1)2 <1

On en déduit que

(z—1)? <1,

?T(y_z)z <17

(x—%)z <1.
Dol :

-1 <z—-1<1,

2 2
*% <y—2<%,
-1 <x—-3<1.

Les nombres x, y et z étant entiers,onaz=1ety=1,2 ou 3.

e Siy=1,alors —1 <x—% < 1, soit —% <x< %,doncxzoou
x = 1. Mais dans aucun de ces cas l'inégalité (8) n’est vérifiée.

e Siy=2,alors -1 <x—1<1,s0it0 <x<2,doncx=1.Dans
ce cas le triplet (1,2, 1) vérifie bien I'inégalité (8).

e Siy=3, alors —1 <x—% < 1, soit % <x< %,doncx: 1ou
x = 2. Mais dans aucun de ces cas l'inégalité (8) n’est vérifiée.

Finalement, seul le triplet (1,2, 1) vérifie I'inégalité proposée.

Mardi 6. Notons Aypr I'aire de HDF et notons de fagon similaire les
autres aires. Remarquons d’abord que le segment [AF| est I'image
de [BE] par une rotation d’'un quart de tour du carré et donc AGE
est un angle droit. Par ailleurs, comme H est sur la diagonale, les
hauteurs issues de H des triangles ADH et DF H sont égales.



