Matrices et

op érations matricielles :

notions de base

[.1 NOTE HISTORIQUE

Comme beaucoup d’autres concepts mathématiques, on peut faire remon-
ter le concept de matrice a quelques siecles avant J.C. Selon O’Connor et
Robertson (1998!), le premier exemple d’utilisation de matrices se trouve
dans le texte « Les neufs chapitres de I’art mathématique » écrit sous la
dynastie Han. Toutefois, il faut attendre le XIX-eme siecle pour voir ap-
paraitre le terme de matrice. James Sylvester, avocat, musicologue et pro-
fesseur de mathématiques a I'université de Baltimore puis d’Oxford définit,
en 1850, ce terme comme « an oblong arrangement of terms » (un arrange-
ment rectangulaire de nombres). Quelques années plus tard, Arthur Cay-
ley, avocat d’origine, professeur de mathématiques a I'université de Cam-
bridge et ami de James Sylvester, publia dans « memoir on the theory of
matrices » la premiére définition abstraite d’'une matrice.

Cayley et Sylvester s’intéressaient a la résolution de systemes d’équa-
tions linéaires tels que

2x+5y=7
3x—2y=4.

IIs proposéerent le concept de matrice comme un moyen simple d’écrire les

Ipour plus de détails vous pouvez aller faire un tour sur le site
http ://lwww.groups.dcs.st-and.ac.uk/ ~history/index.html

CHAPITRE |

Arthur Cayley
(1821-1895)
Mathématicien anglais,
particulierement
intéressé par la théorie
des invariants. Il fut
avocat avant de devenir
professeur de
mathématiques a
Cambridge. C’est, en
partie, grace a son
influence que les
femmes obtinrent le droit
d'étre membres de
l'université de
Cambridge (mais il
faudra attendre 1948
pour qu’elles puissent y
obtenir un dipléme!).

James Sylvester
(1814-1897)

Anglais, comme son ami
Caley, il fut lui aussi
avocat. Sa carriere trés
diverse le conduisit
plusieurs fois aux USA
(surtout a John Hopkins
University), ou il créa
I’American Journal of
Mathematics. Lorsqu'il
meurt (a 82 ans), en
finissant un article, Il est
Professeur a Oxford.
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I.2. Matrice : définition

Ferdinand Georg
Frobenius
(1849-1917)
Mathématicien
allemand, austere et
conservateur de
réputation. La premiere
partie de sa carriére se
passe a Zurich, puis il
devient professeur a
Berlin. Ses contributions
les plus importantes
concernent la théorie
des groupes.

coefficients de ces systémes d’équations :

BN 2

Par la suite, l'usage des matrices s’est étendu d’abord a d’autres branches
des mathématiques (en particulier grace a Frobenius) puis a d’autres dis-
ciplines comme la mécanique quantique, la recherche opérationnelle, les
sciences économiques et plus récemment les sciences cognitives.

.2 MATRICE : DEFINITION

Une matrice est simplement un ensemble (un tableau) de nombres rangés
par lignes et par colonnes. Par exemple, Toto, Marius et Olivette font leurs
comptes. Ils dénombrent leur nombre de billes, de petites voitures, de sous
et de romans policiers. Toto a 2 billes, 5 petites voitures, 10 sous (le pauvre !)
et 20 romans. Marius en a (respectivement) 1, 2, 3 et 4 (il aime 1’ordre).
Olivette en a 6, 1, 3 et 10. On peut représenter ces résultats par un tableau,
dans lequel chaque ligne représente une personne et chaque colonne le
nombre de choses (de billes, de voitures...). On obtient le tableau suivant
pour Toto, Marius et Olivette :

billes voitures sous polars

Toto 2 5 10 20
Marius 1 2 3 4 (L.2)
Olivette 6 1 3 10

On peut également indiquer directement que les comptes de Toto, Ma-
rius et Olivette constituent la matrice de données appelée A (les matrices
sont écrites avec des majuscules en caracteres gras), et que A vaut :

2 5 10 20
A=|[1 2 3 4. (L3)
6 1 3 10

Ce qui correspond au tableau précédent mais en admettant que 1'ordre
des lignes et des colonnes est fixé et connu (i.e., on sait que la ligne 2, par
exemple, représente les comptes de Marius).

Pour repérer un élément quelconque de la matrice, il faut connaitre sa
ligne et sa colonne. Par exemple, a l'intersection de la ligne 3 et de la co-
lonne 1, on trouve la valeur 6. On écrira que a3 = 6. L'indice des lignes
est toujours écrit en premier, et donc celui des colonnes en dernier (pour se
souvenir que I'indice des lignes précede celui des colonnes, on peut utiliser
le joli mnémonique licol, ou licorne). La matrice est notée A, ses éléments
sont notés a; j. Pour décrire un élément quelconque de la matrice, on uti-
lise I'indice i pour la i-eme ligne et I'indice j pour la j-éme colonne.
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Par convention, on utilisera souvent le méme indice mais en lettre ma-
juscule pour noter le nombre total de lignes (I) et le nombre total de co-
lonnes (J). Ainsi la matrice A est constituée des éléments a; ; avec i allant
delal(I=3danslexemple)etjallantdela] (J =4 dansl'exemple).

De maniere plus générale, la matrice A avec I lignes et ] colonnes aura
pour terme générique a; j et elle s’écrira :

ar a2 ... a1 aiy
az a2 ... Qaz; ... Qg
A=lal=|"~ ' o R (1.4)
) ai 1 a2 ... Qij ... QijJ
La1,1 ar2 ... 4rj oo arn gy

Dans certains cas, si I'on veut insister sur le nombre de lignes ou de
colonnes d’une matrice, on peut les indiquer en indices. Par exemple, la
matrice A ayant I lignes et ] colonnes se note :

A=A =lail. (L5)

|.3 OPERATIONS SUR LES MATRICES

[.3.1 TRANSPOSITION

Dans I’exemple précédent, chaque ligne représente un individu et chaque
colonne un type d’objet. On aurait pu aussi écrire ces données en inversant
le r6le des lignes et des colonnes. On dit que 'on aurait pu transposer la
matrice A. La matrice transposée se note AT (on lit « A transpose » ou « A

transposée ») :
25 10 20 é ; ?
siA= A =|1 2 3 4| alorsAT= AT = (1.6)
3x4 61 3 10 4'x3 10 3 3
20 4 10

Remarquez, au passage, que (AT)T = A.

1.3.2 ADDITION (SOMME) DE MATRICES

L’intérét majeur des matrices vient de ce qu’elles généralisent les opéra-
tions familiéres des nombres réels. Certaines de ces opérations se géné-
ralisent de maniére assez évidente, d’autres de maniére plus sophistiquée.
Commencons par la plus simple : I'addition. Deux matrices ayant le méme

MATLAB:
B=A’

Attention : La somme de
deux matrices n’est
définie que pour des
matrices de méme taille.
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1.3. Opérations sur les matrices

MATLAB:
C=A+B

MATLAB:

C=10+B

nombre de lignes et de colonnes peuvent s’additionner terme a terme. La
matrice résultante est de mémes dimensions que les deux matrices addi-
tionnées.

Par exemple, avec les matrices A et B suivantes :

2 5 10 2 3 4 5 6
A=|1 2 3 4| etB=(2 4 6 8|, (1.7)
6 1 3 10 1 2 35
la somme A + B vaudra:
24+3 544 1045 2046 5 9 15 26
A+B=|1+2 24+4 346 448 =3 6 92 12| . (1.8)
6+1 1+2 343 1045 7 3 6 15
De maniere plus générale :
f[ar1+big arz2+biz ... arj+biy ... aiy+byy]
a1 +bz1 az2+b22 ... azj+bz; ... azy+by
A+B= ai,i+bin ai2+biz .. oaij+bi; ... aig+big
Larg +bry ar2+brz ... arj+bry ... arj+bry]
(1.9)

Comme pour les nombres habituels, I'addition de matrices est commu-
tative (i.e., A+ B = B + A); et associative [i.e., A+ (B+ C) = (A+B) + Cl.

[.3.3 MULTIPLICATION D’'UNE MATRICE PAR UN SCALAIRE

On peut multiplier tous les éléments d’une matrice par un méme nombre.
Pour différencier les matrices des nombres classiques, on appelle ces der-
niers des « nombres scalaires » ou, pour abréger, des scalaires. Pour multiplier
une matrice par un scalaire, on multiplie chaque nombre de la matrice par
ce scalaire. Par exemple :

34 5 6
10xB=10x {2 4 6 &8
12 3 5

[1T0x3 10x4 10x5 10x6
=|10x2 10x4 10x6 10x8
_10><1 10x2 10x3 10x5

30 40 50 60
=120 40 60 80| . (L10)
10 20 30 50
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[.3.4 SOUSTRACTION DE MATRICES

Pour soustraire une matrice d’une autre matrice, il suffit de multiplier la
seconde matrice par —1 et ensuite de I'additionner a la premiere matrice
(c’est une maniere d’éviter d’avoir a définir la soustraction).

Jusqu'ici, ¢a semble plutdt simple. Les différences entre les nombres
habituels et les matrices commencent a se faire sentir a partir de la multipli-
cation de deux matrices. En particulier, il y a plusieurs fagons de généraliser
la multiplication des nombres scalaires pour les matrices et donc il y a plu-
sieurs produits matriciels.

[.3.5 PRODUIT DE HADAMARD DE DEUX MATRICES

Pour généraliser 1'opération de multiplication aux matrices, la premiere
approche définit la multiplication de deux matrices de maniere similaire a
I’addition. On appelle cette multiplication produit terme a terme ou produit
de Hadamard. Tout comme 'addition, le produit de Hadamard n’est défini
que pour des matrices de mémes dimensions. On dénote le produit de Ha-
damar avec le signe ©. Ainsi, le produit de Hadamar de A et B se note
A © B. et se définit commme :

AOB= [(li)]' X bi‘j}

[a11 xbi1 ar2xbia arj X by ai; X by ]
az1 Xbz1 ax2xbao azj X bz azy X by
ai,1 X by ai,2 X bi2 ai; X by ai,; X by
Lar,1 X b1 arz2 xbrp arj x by ar,j X by, y]
(I.11)
Par exemple, avec les matrices A et B suivantes :
2 5 10 20 3 4 5 6
A=|[1 2 3 4|etB=|2 4 6 8§, (1.12)
6 1 3 10 12 35
on obtient :
2x3 5x4 10x5 20x6 6 20 50 120
AGOB=|1x2 2x4 3x6 4x8 =12 8 18 32 (1.13)
6x1 1x2 3x3 10x5 6 2 9 50

1.3.5.1 Division de Hadamar

La division de Hadamar se définit de maniere analogue au produit de Ha-
damar. C’est-a-dire comme la division terme a terme de deux matrices de

Jacques Hadamard
(1865-1957)
Mathématicien francais
du début du XX-éme
siecle connu pour avoir
prouvé, en 1886, le
théoréme des nombres
premiers. Ce théoréeme
prouvé au méme
moment par Charles de
la Vallée-Poussin, fait
partie de la fameuse
conjecture de Riemann.

Attention : Le produit
de Hadamard de deux
matrices n’est défini que
pour des matrices de
meéme taille.

MATLAB:
C=A.«xB

MATLAB:
C=A./B
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1.3. Opérations sur les matrices

Attention : le produit
standard de deux
matrices n’est défini que
lorsque le nombre de
colonnes de la premiere
matrice est égal au
nombre de lignes de la
deuxieme matrice.

Si les matrices ne sont pas
conformables, MATLAB
refusera de les multiplier et
produira un message
d’erreur.

MATLAB:
C=AB

mémes dimensions. Elle se note @. Par exemple, avec les matrices :

1 2 3 5 10 6
N P R R
On obtient :
[ % % g] [5 : Z]
BoA=B= = . (1.15)
25 g] s

Nota Bene : La division de Hadamar n’est pas définie lorsque 1'un des
termes de la deuxieme matrice est nul.

[.3.6 PRODUIT (STANDARD OU DE CAYLEY) DE DEUX MATRICES

Le produit de Hadamar, méme s’il semble étre une bonne idée, ne cor-
respond pas au produit habituel de deux matrices. La raison essentielle
découle de l'utilisation de matrices pour résoudre des systemes d’équa-
tions linéaires (cf. § L.1 page 9). Dans ce contexte, il est plus naturel de
définir le produit de deux matrices de fagon différente. Le produit le plus
courant pour les matrices est appelé produit standard ou parfois aussi pro-
duit de Cayley, ou simplement produit (lorsque le produit n’est pas spécifié
il s’agit du produit standard).

Le produit de deux matrices n’est défini que dans le cas particulier ot
le nombre de colonnes de la premiére matrice est égal au nombre de lignes
de la deuxiéme matrice. La matrice produit aura le nombre de lignes de la
premiére matrice et le nombre de colonnes de la deuxiéme. On dit, dans ce
cas, que les matrices A et B sont conformables. C’est-a-dire que la matrice A
avec I lignes et ] colonnes peut étre multipliée par la matrice B avec ] lignes
et K colonnes pour donner la matrice C qui aura I lignes et K colonnes. Un
bon moyen de vérifier que des matrices sont conformables est d’écrire les
dimensions des matrices en indices. Par exemple, on écrira :

Ax B = C , (1.16)
Ix] ] x K I x K

ou méme :

AB = C (1.17)
I J K IxK

(N.B. il y a un seul indice ] pour indiquer qu’il représente le nombre de
colonnes de A et de lignes de B). Dans ce cas, la matrice C a pour terme
générique cq x qui s’obtient comme suit :

J
Cik = Z aij X bjyk . (118)
j=1

Par exemple, avec les matrices A et B suivantes :
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A=l 23 aB=13 4| . (1.19)
45 6 P

La matrice produit C = A x B = AB (N.B. pour les matrices, tout comme
pour les nombres scalaires, on peut omettre le signe x de la multiplication)
vaut :

AB = C =[c; i/
3

aij X bjyk
1

J

-
Il

ITx14+2x34+3x5 1x24+2x4+3x%x6
4x1+5%x3+6%x5 4x2+5x4+6x%x6

22 28
= {49 64} . (1.20)

1.3.6.1 Quelques propri étés du produit standard

Le produit matriciel présente de claires ressemblances avec le produit des
nombres habituels, mais aussi certaines différences qu’il vaut mieux ne pas
oublier.

Comme le produit des nombres habituels, le produit matriciel est asso-
ciatif et distributif par rapport a 'addition. C’est-a-dire que, pour tout triplet
de matrices A, B et C conformables :

(AB)C = A(BC) = ABC associativité (1.21)
AB+C)=AB+AC distributivité. (1.22)

. .. A . j Attention : le produit
Les produits matriciels AB et BA ne peuvent exister simultanément matriciel n’est pas

que si A et B sont de mémes dimensions. Mais, contrairement au produit commutati.
des nombres habituels, le produit matriciel n’est pas commutatif. Ainsi, en
regle générale :

AB # BA . (I.23)
Par exemple, avec
A= [; ” et B= [; ;] (1.24)
on obtient : 5 1 1 -
AB = {2 1] [2 _2} = [o o} : (1.25)
Mais

BA — [_; _H {_g _}] - {_g _ﬂ . (126)
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L'opération de transposition et la multiplication peuvent se combiner
et ’on obtient I'identité suivante :
(AB)T =BTAT 1.27)
Remarque : I'ordre des matrices change.
[.3.7 PRODUIT EXOTIQUE : KRONECKER
Leopold Kronecker

(1823-1891)
Mathématicien allemand
du XIX-éme siécle,
spécialiste de la théorie
des équations
algébriques. On lui doit
la citation suivante :

« Dieu a créé les
nombres entiers, le reste
est 'ceuvre de

'homme ». Par
conséquent, il détestait
Cantor et sa notion
d’infinis de multiples
grandeurs.

Georg Cantor
(1845-1918)
Mathématicien
allemand. On lui doit la
notion de nombre infini
de grandeurs
différentes, notées N,
N1, etc. Il souffra de
problémes mentaux
(dépression) pendant la
plupart de sa vie.

MATLAB:
C=kron(A,B)

Nous avons déja défini deux types de produit : le produit de Hadamar et
le produit standard. Mais, il existe encore une autre maniere de définir la
notion de produit pour des matrices. Il s’agit du produit de Kronecker aussi
appelé produit direct de deux matrices ou produit tensoriel ou parfois encore
produit de Zehfuss. Il se note avec le symbole ®. Le produit de Kronecker
des matrices A = a; ; (de dimensions I lignes et ] colonnes) et B (de di-
mensions K et L) est défini comme la matrice avec (I x K) lignes et (] x L)
colonnes notée :

[a11B  a12B a ;B a;;B
a1 B az,B a;B a;B
A®B= a1B ai.B ai;B aisB (I.28)
a1 B arB ar;B ar,jB]
Par exemple, avec les matrices A et B suivantes :
6 7
A=[1 2 3] etB= [8 9} (129)
on obtient :
6 7 12 14 18 21
A©B= [8 9 16 18 24 27} (130)

On utilise fréquemment le produit de Kronecker en statistiques (pour
définir les matrices correspondant aux plans d’expériences). Dans le do-
maine des réseaux de neurones, on l'utilise, par exemple, pour les réseaux
de Hopfield pour décrire la matrice de connexions du probleme de la voya-

geuse de commerce 2.

1.3.7.1 Quelques propri étés du produit de Kronecker

Les propriétés suivantes du produit de Kronecker peuvent étre utiles (en
outre, elles justifient 'appellation de produit). Les démonstrations de ces
propriétés se trouvent dans Henderson et Searle (1981), Magnus et Neu-
decker (1989) et Searle (1982). Elles s’obtiennent par simple ré-écriture com-
me l'indiquent les quelques exemples détaillés plus bas.

2voir, par exemple, le chapitre V de Abdi (1994) Les réseaux de neurones (PUG).
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Le produit de Kronecker est associatif : pour tout triplet de matrices A,
B et C, on obtient :

ABRC=A®B)eC=A(BC(C). (L31)

Le produit de Kronecker est distributif par rapport a I'addition : pour
tout quadruplet A, B, C et D tel que (A +B) et (C + D) existent, on obtient

(A+B)®(C+D)=A®C+A®D+BC+BgD. (1.32)

Le produit de Kronecker est également distributif par rapport au pro-
duit matriciel standard : pour tout quadruplet A, B, C et D tel que (AB) et
(CD) existent, on obtient

(AC)® (BD) = (A® B)(C® D). (1.33)

Cette propriété se démontre en développant la formule :

-Cl]‘]B al,]B C]JD C1,KD
(A®B)(C®D)=| : : : :
_O.I‘]B aL]B C]JD C]‘KD
C g y .
Z(l]jCj]BD Z(l]jCjKBD
j=1 j=1
J J
ZGIjCﬂBD ZanC]’KBD
j=1 j=1 i
= (AC)® (BD). (1.34)

L’opération de transposition se distribue par rapport au produit de Kro-
necker (comparer avec I'équation 1.27) :

(AB)T=AT®B". (1.35)

.4 MATRICES SPECIALES

Certaines matrices possédant des caractéristiques spécifiques sont suffisam-
ment remarquables pour qu’elles recoivent des noms spéciaux.

.4.1 MATRICES CARREES ET RECTANGULAIRES

MATLAB:
Lorsqu’une matrice comporte le méme nombre de lignes et de colonnes, [Lnf'ifﬁr:”sﬁfga)
on l'appelle une matrice carrée. Par contraste, lorsque 1'on veut marquer donne le nombre de lignes
(ni ) et de colonnes (nj ) de
la matrice A
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I.4. Matrices spéciales

clairement qu’une matrice possede un nombre de lignes différent de son
nombre de colonnes, on I'appelle rectangulaire. Ainsi :

1.2 3
A=14 5 5 (L36)
7 8 0
est carrée, mais
1 2
B=|4 5 (1.37)
7 8
est rectangulaire.
.4.2 MATRICE SYMETRIQUE
Une matrice carrée A telle que a; ; = a; ; est dite symétrique. Ainsi :
[10 2 3]
A=1]2 20 5 (L.38)
13 5 30}
est symétrique, mais
(122 3]
A=14 20 5 (L39)
|7 8 30]
n’est pas symétrique. Remarquons que pour une matrice symétrique
A=AT. (1.40)

En d’autres termes, une matrice symétrique est invariante pour l'opération
de transposition.

Une erreur courante est de croire que le produit de matrices symétriques
est commutatif. Ce n’est, en général, pas le cas comme le montre I'exemple
des matrices suivantes :

1 2 3 1 1 2
A=1|2 1 4| etB=|1 1 3| . (1.41)
3 4 1 2 31
On obtient
929 12 11 9 11 9
AB= (11 15 11|, mais BA= |12 15 10| . (1.42)
9 10 19 11 11 19

Notons, néanmoins, qu’en combinant les équations 1.27 (page 16) et 1.40
(ci-dessus), on obtient, pour A et B symétriques, 'identité suivante :

AB = (BA)T. (1.43)





